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Aufgabe 1 (jeweils 2 Punkte). Berechnen Sie, sofern existent, die folgenden Grenzwerte:
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Begriinden Sie Ihre Rechnungen sorgféltig.

Losung. (i) Es ist

lim(cos(x) —1) =0 und lim tan(z) = lim sin(z) =
Z\0 2\0 2\0 cos(x)
Zudem existiert der Grenzwert
d
L(cosx — 1 —
lim d””g ) = lim Sinx =0
N0 - (tan ) N0 o

Die Voraussetzungen der Regel von I’'Hospital sind somit erfiillt und es folgt

d
cosx — 1 _ lim %(dcosx - 1) o
a\0  tanx 2N (tan )

(ii) Wir bemerken zunéchst, dass stures Anwenden der Regel von I’'Hospital hier nicht zum
Ziel fuhrt, denn sukzessives Ableiten des Zahlers und des Nenners fithrt immer wieder zum
selben Ausdruck.

Der Grenzwert lasst sich aber mit bekannten Mitteln leicht berechnen: Aus der Tatsache,
dass lim,_,. e~2* = 0 folgt sofort
et e ® l+e™ 140

lim —— = lim = =
00 e — e w=o0 ] —e 20 1 —(
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(iii) Zahler sowie Nenner konvergieren offensichtlich gegen 0. Ableiten liefert

d d
%(:fex) = 2%e” 4 22e” = (2% 4+ 22)e” und %(cosx —1)= —sinx.
Beide Ausdriicke konvergieren immer noch gegen 0 fir x — 0, also lasst sich die Regel

von 1"'Hospital zunéchst nicht anwenden.



Wir probieren unser Gliick erneut und leiten nochmal ab:

d

d—((az2 +27)e") = (2% + 2z)e” + (27 + 2)e” = (2% + 4z + 2)e”
x

und

i(— sinx) = —cosx
dx B '

Tatsachlich gilt fiir den nun erhaltenen Quotienten
lim (2 + 4x + 2)e” _(0+0+ 2)el _

z—0 —COos T —1

also folgt aus zweimaliger Anwendung der Regel von ’Hospital
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Analog ist auch der linksseitige Grenzwert —2 und damit auch der (beidseitige) Grenzwert.

(iv) Wir berechnen zunéchst

d d
—(sinx 4+ 22) =coszx+2 und —(cosx + 2z) = —sinz + 2.

dx dx
Die Funktion
cosx + 2
—sinx + 2

hat keinen Grenzwert fiir x — oo, also ist die Regel von 1'Hospital nicht anwendbar.
Das heifit jedoch nicht, dass der urspriinglich gesuchte Grenzwert nicht existiert, denn
die Voraussetzungen der Regel von 1'Hospital sind nicht notwendig fiir die Existenz des
Grenzwerts. In der Tat liefert eine Umformung

sinx + 2z sinx — cosx

cost + 2x cosx + 2x

Da der Zéahler beschrénkt ist durch 2 und der Nenner bestimmt gegen oo divergiert fiir

x — 00, folgt
. sinx 4 2x
lim —— =
00 cOS T + 2T
(v) Um die Regel von I'Hospital anzuwenden, bringen wir den Ausdruck zunéchst in die
gewiinschte Form:
1 1 r—1—Inzx

Inz z-—1 (x —1)Inx’

Zéhler und Nenner konvergieren gegen 0 fir x N\, 1. Ableiten liefert

d 1 d r—1
%(x—l—lnx)—l—; und %((x—l)lnx)— .

1
+lnr=1——-+Inuz,
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also liefert I’'Hospital wieder zunéchst keine Aussage. Wir leiten nochmals ab:
d 1 1 d 1 1 1
—(1=-=) == d —(1——+41 =—4 -
dx ( x) 22 Y ( x * nx) x? * x
Es folgt mit zweimaliger Anwendung der Regel von I’Hospital
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Aufgabe 2 (54 5 Punkte). (i) Sei f: R — R gegeben durch

rsint  fiir z #0,
f) = {O fir x = 0.

Zeigen Sie: f ist stetig auf ganz R, aber nicht differenzierbar im Punkt x = 0.

(ii) Sei f: R — R gegeben durch

2 sinl  fiir z # 0,
fw) = {O fir z = 0.

Zeigen Sie: f ist in jedem Punkt x € R differenzierbar, aber f’ ist nicht stetig im
Punkt z = 0.

Lésung. (i) Stetigkeit auBerhalb der 0 ist klar. Fur alle x # 0 ist

1
xsm‘ <z,
x

also folgt lim, .o f(z) = 0 = f(0), was zeigt, dass f auch im Punkt z = 0 stetig ist.

Differenzierbarkeit von f auflerhalb der 0 folgt aus Produkt- und Kettenregel. Fiir x # 0
berechnet sich der Differenzenquotient zu

f@) - f0) 1
z—0 x’

und letzterer Ausdruck besitzt keinen Grenzwert fur x — 0. In der Tat: Betrachte bei-

spielsweise die Folgen

1 1
a, :==— und b, = ——.
nm (5 +2n)m

Beide Folgen konvergieren gegen 0, aber
1 in(nm) = 0 1 . ((1 i > > 1
in an in(nm , sin b in{{3 n|mw
(ii) Differenzierbarkeit aufierhalb der 0 folgt wieder aus Produkt- und Kettenregel, es gilt

1 1
f(z) = 2xsin§ — cos—

fiir © # 0. Fir solche z gilt zudem

xz)— f(0 1
‘m‘ xsinxlgm,

was Differenzierbarkeit in 0 mit f’(0) = 0 beweist. Da cos(1/x) keinen Grenzwert fir
x — 0 besitzt (mit einer dhnlichen Begriindung wie vorher), ist f” in 0 nicht stetig. [

Aufgabe 3 (10 Punkte). Betrachten Sie die Funktion f:]0,00[— R, f(x) := €**Inz.
Zeigen Sie, dass f genau zwei lokale Extrema besitzt und bestimmen Sie deren Art.



Lésung. Wir leiten zunachst ab und erhalten

mit g(z) = 1+ 3z Inz. Ableiten von g liefert
g (x)=3+3nuz.

Auf dem Intervall ]0,1/e] ist ¢’ < 0, g also streng monoton fallend, auf dem Intervall
|1/e,00] ist ¢’ > 0, g also streng monoton wachsend. Ferner ist

limg(z) =1, lim g(z) = co.

Wegen g(1/e) < 0 folgt aus den genannten Tatsachen und dem Zwischenwertsatz, dass g
genau zwei Nullstellen &, & auf |0, oo[ besitzt mit & € ]0,1/e[,& € |1 /e, oo[. Zusammen-
gefasst bedeutet das fir f:

/(iL') >0 fﬁI‘ZL‘E]O,fl[U]fQ,OO[
<0 fﬁrl‘E]fl,fg[

und f(&) = f(&) = 0. Also hat f bei & ein lokales Maximum und bei & ein lokales

Minimum. OJ

Aufgabe 4 (4+1+4+1 Punkte). Gegeben sei die Funktion f: |0, co[— R, f(z) := e~ /7.

(i) Beweisen Sie: f ist beliebig oft differenzierbar und fir die n-te Ableitung, n € Ny,

gilt
1
f™ (@) = pa (> o
T

mit einer Folge von Polynomen (p,)nen,, die die folgende Rekursionsgleichung er-
fiillen:

po(2) =1, puii(2) = 22(pa(2) — pl(2)) fiir n € Ny.

(ii) Berechnen Sie pi(z),p2(2) und p3(z) und damit f'(x), f”(z) und f"(z) fir z > 0
explizit.

(iii) Beweisen Sie fiir alle n € Ny, dass

(n)
lim AC)
z\,0 €T

= 0.

(iv) Folgern Sie aus den vorherigen Teilaufgaben, dass die Funktion g: R — R, gegeben
durch
() e~/* fir x>0,
x) =
g 0  firz <0,

beliebig oft differenzierbar ist mit g™ (0) = 0 fiir alle n € N.



Lésung. (i) Wir fithren den Beweis mittels Induktion tiber n € N.

Induktionsanfang: Sei n = 1. Die Exponentialfunktion und die Funktion z — —1/z sind
differenzierbar auf ]0, co[, also ist auch f nach der Kettenregel differenzierbar. Fur die
Ableitung folgt ebenfalls aus der Kettenregel

fie) = e e =py (1)
denn p1(z) = 2% (po(2) — ph(2)) = 2% - (1 = 0) = 22

Induktionsschritt: Angenommen, f ist n-fach differenzierbar fiir ein n € N und es gilt

F0 @) =pu () e

T

(Induktionsannahme). Anhand dieser Formel sieht man sofort, dass f™ wieder differen-
zierbar ist (Produkt- und Kettenregel). Wir leiten mittels Produktregel ab:

Fo ) = L f00()
~r (5)

() e () ()
_ ( >€—1/x n ;Pn (i) o/

(D) - () ()

Fir die zweite Gleichung haben wir die Induktionsannahme benutzt. Dies schliefit den
Induktionsbeweis ab.

(ii) Einsetzen in die Formel ergibt

pi(z) = 2%,
po(z) = 2t — 223,
p3(z) = 25 — 62° +62*
und damit
1 —1/z
f/(l’) - ﬁe 1 )
1 2 —1/x
f”()_(ZLA—QZg> /7
1 6 6\ i/
o= (-2
fur =z > 0.

(iii) Sei n € N gegeben. Anhand der Rekursionsvorschrift fiir p,, sehen wir, dass der Grad
von p,, héchstens 2n ist (leichter Induktionsbeweis). Daraus folgt

=0.

 om ()l
lim 2" pa (1/2)] = lim, e



Wir schatzen die Exponentialfunktion entsprechend ab: Fiir x > 0 ist

= (/) W 11

1/ __
€ - - )
kz:%) k! (2n+2)!  x2*2(2n 4+ 2)!

also
e~ VT < (2n 4 21222,

Zusammen genommen erhalten wir fir x > 0

‘f(n) (m) < (2n + 2)! xQ”"’Q‘pn(l/m)‘

— (2n+2)! ¥ |p, (1/2)] 2% 0,

X

wie gewiinscht.

(iv) Links der 0 ist ¢ = 0 und damit existieren dort beliebig viele Ableitungen, welche
ebenfalls konstant 0 sind. Rechts der 0 ist g nach Teilaufgabe (i) beliebig oft differenzier-
bar. Aus Teilaufgabe (iii) folgt

(n) _ o
L g () — g0(0)
N0 z—0 N z 0 z—0

also




